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基于动态分解和角度惩罚距离的
高维多目标进化算法

王旭健，张峰干，姚敏立
（火箭军工程大学，陕西西安 710025）

摘　要：　多个领域的优化可归纳为高维多目标优化问题，高维多目标进化算法是解决此类问题的有效方法，然

而该方法普遍存在收敛性和多样性较难平衡的问题 . 针对此问题，本文提出一种基于动态分解和角度惩罚距离的高

维多目标进化算法 . 该算法基于动态分解将种群分成多个类，此过程无需预先设定参考向量，可根据种群自身分布信

息进行分解 . 之后，基于改进的角度惩罚距离从每类中选择个体，从而平衡收敛性与多样性 . 此外，设计基于Pareto支
配、拐点、m近邻角度三原则的锦标赛匹配选择机制 . 本文算法与 9种高维多目标进化算法在 27例高维多目标优化测

试题上进行对比实验 . 实验结果表明，本文算法能有效解决不同类型的高维多目标优化问题，并且在不同目标个数上

具有较好的稳定性 .
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Many-Objective Evolutionary Algorithm Based on Dynamic 
Decomposition and Angle Penalty Distance
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Abstract:　The optimization problems in multiple areas can be modelled as many-objective optimization problems, 
which can be solved using many-objective evolutionary algorithms.  However, it is difficult to balance convergence and di⁃
versity.  To tackle this issue, this paper proposes a many-objective evolutionary algorithm based on dynamic decomposition 
and modified angle penalty distance referred to as DAEA (Duplication Analysis based Evolutionary Algorithm).  DAEA de⁃
composes the whole population into multiple clusters through dynamic decomposition, which is exempt from the predefined 
reference vectors and makes full use of the distribution information of the population itself to decompose.  Then, DAEA se⁃
lects solutions from each cluster based on modified angle penalty distance to balance convergence and diversity.  Besides, 
DAEA operates mating selection according to Pareto dominance, knee points, and m-nearest angle binary tournament selec⁃
tion.  Compared with nine many-objective evolutionary algorithms on 27 many-objective optimization problems, DAEA is 
effective on many-objective optimization problems with various shapes of Pareto front and stable on different numbers of 
objectives.
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1　引言

众多领域的优化可归结为多目标优化问题（Multi⁃
objective Optimization Problem，MOP），如作业调度［1］、云

服务集成［2］、核酸分子设计［3］等 . 在这类优化问题中，

各优化目标相互冲突，不存在唯一最优解使各目标同

时达到最优，一个或几个目标性能提升，会导致其他目
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标性能降低 . 因此，寻找能平衡多个目标优劣的 Pareto
最优解集成为解决此类问题的关键 . 多目标进化算法

（MultiObjective Evolutionary Algorithm，MOEA）基于种

群进化一次运行可以得到多个解、不要求优化问题具有

可微等数学特性，成为求解MOP的有效方法 . 根据选择

策略的不同，MOEA 一般可分为三类，即基于 Pareto 支

配、基于指标、基于分解的MOEA.
高维多目标优化问题（Many-objective Optimization 

Problem，MaOP）一般指包含 4 个及以上优化目标的

MOP［4］. 目标个数的增多，给 MOEA 解决 MaOP 带来新

的挑战 . 比如，随目标个数增多，种群中非支配解所占

比例大幅增加，传统Pareto支配关系无法有效区分不同

个体，使基于 Pareto 支配的 MOEA 选择压力减弱；指标

计算复杂度提升，耗时增加，使低维目标空间中基于指

标的MOEA难以扩展至高维目标空间［5］. 针对上述两类

方法存在的问题，已知报道提出的解决方法有：修改Pa⁃
reto支配关系或定义新的支配关系，如模糊支配［6，7］、网
格支配［8，9］、强化支配［10，11］等；定义新的指标，如 IGD-NS
（Inverted Generational Distance with Noncontributing So⁃
lution detection）［12］、ISDE

+［13］；利用计算简单的指标辅助

选择，如 IGD（Inverted Generational Distance）［14］、R2［15］，
以增强选择压力 .

基于分解的 MOEA 受目标个数增多影响较小 . 其

利用预先设定的均匀分布的参考向量，将 MOP（或

MaOP）分解成一系列子问题，通过同时优化这些子问

题实现对原始 MOP（或 MaOP）的求解［16］. 在基于分解

的 MOEA 中，常假设若参考向量均匀分布，则得到的

最优解集中的个体也将均匀分布［17］. 随着研究深入，

学者们发现，只有当优化问题的 Pareto 前沿形状与参

考向量分布一致时，上述假设才成立［18］. 也就是说，当

优化问题的 Pareto 前沿形状不规则时，参考向量的均

匀分布并不能保证最优解集中个体的均匀分布 . 针对

此问题，文献［19］提出了在进化过程中调整参考向量

分布的方法，然而这一方法涉及调整时机、调整频率、

调整策略等较难设计的因素，使得单一方法对不同

Pareto 前沿形状的优化问题不具普适性 . 机器学习方

法为调整参考向量提供了新思路，如生长神经气体

（Growing Neural Gas，GNG）网络、增量学习等 . 文献［20］
利用外部档案集中的解对 GNG 网络进行训练，学习

Pareto 前沿的拓扑结构，将训练好的网络中的节点当

作候选参考向量，然后从初始参考向量集、外部档案

集、网络节点中选择使多样性最大化的参考向量作为

新的参考向量 . 文献［21］利用 Copula增量学习不断获

取参考向量分布的隐性知识，以生成与不规则前沿优

化问题匹配的非均匀分布的参考向量 . 这些方法涉及

训练和学习过程，使算法复杂度增加，耗费更多运行

时间 .
另一方面，在高维目标空间中，由于选择压力减

弱，以及种群规模有限导致的个体稀疏分布，使收敛性

与多样性的平衡难以实现 . 针对此问题，NSGA-III
（Non-dominated Sorting Genetic Algorithm III）［22］在Pareto
支配的基础上引入参考点来维持多样性；在文献［23］中，

PaRP/EA（Pareto-adaptive Reference Points/Evolutionary 
Algorithm）先根据非支配解分布估计 Pareto 前沿形状，

再据此选择理想点或者底点作为参考点计算个体的收

敛性，多样性则通过添加最大角度差异个体或者删除

最相近两个个体中收敛性较差的个体实现；类似地，

MaOEA/AC （Many-Objective Evolutionary Algorithm 
based on Adaptive Clustering）［24］根据个体在 Pareto 前沿

的映射距离聚类，然后从最相近的两个个体中删除各目

标之和较大的个体来平衡多样性与收敛性 . 除了同时考

虑收敛性与多样性，还可以在进化过程的不同阶段侧重

考虑收敛性或多样性，比如 MMOEA-SP（Multistage 
Many-Objective Evolutionary Algorithm based on Sam⁃
pling Points）［25］和 TS-NSGA-II（Two-Stage Non-dominated 
Sorting Genetic Algorithm II）［26］，它们根据各自设计的准

则，将进化过程分成收敛性阶段和多样性阶段，在不同

阶段使用不同的环境选择策略选择个体，以此在某一

阶段更高效提升收敛性或多样性 . MaOEA-MS（Multi⁃
Stage MaOEA）［27］将决策变量分析与三阶段进化策略结

合，第一阶段只考虑收敛性而不考虑多样性，从而使种

群迅速收敛至Pareto前沿，第二阶段通过决策变量分析

强调多样性，第三阶段通过替换收敛性和多样性差的

解对种群进行微调，三个阶段相互协同，以平衡收敛性

和 多 样 性 . DREA（Decomposition-Rotation dominance 
based Evolutionary Algorithm）［28］基于目标空间分解和坐

标系旋转建立一种新的支配关系，以增加选择压力同

时保持多样性，此外设计了根据Pareto前沿形状自适应

调整参考点的策略，进一步协调收敛性和多样性 .
针对上述两个方面，即基于分解的 MOEA 对不同

优化问题的适应性、高维目标空间中收敛性与多样性

的平衡，本文提出基于动态分解和角度惩罚距离的高

维多目标进化算法 DAEA（Duplication Analysis based 
Evolutionary Algorithm），该算法先用动态分解策略将种

群分成多个类，再利用改进的角度惩罚距离从每一类

中选择个体 . DAEA创新点如下 .
（1）为保证多样性，DAEA 利用动态分解策略将种

群分成多个类 . 具体来说，先根据种群中个体分布选择

能最大化多样性的导向解，再根据其他解与导向解的

距离划分类 . 此分解策略充分利用个体分布信息，无需

预先设定参考向量，可求解不同Pareto前沿形状的优化

问题 .
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（2）为平衡收敛性与多样性，DAEA 利用角度惩罚

距离从每一类中选择个体 . 角度惩罚距离有两个主项，

即收敛性相关项和多样性相关项，收敛性相关项用个

体到理想点的欧氏距离表示，多样性相关项用个体到

导向解角度的正弦值表示，从而对偏离导向解较多的

个体施加较大惩罚 .
（3）为选择潜力解进入匹配池，引入拐点和m近邻

角度（m为优化目标个数）分别表征收敛性和多样性，设

计基于 Pareto 支配、拐点、m 近邻角度三原则的锦标赛

匹配选择机制，提高变异操作产生优秀解的机率 .
2　MOP数学模型和相关概念

不失一般性，以最小化为例，MOP可用以下数学模

型表示：

Minimize  F(x)= ( f1 (x)f2 (x)fm (x))
Subject to： xÎΩ

（1）
其中，x = (x1 x2 xD )ÎRD 表示决策空间Ω中的决策

向量；D表示决策向量中变量的个数；F（x）表示包含 m
个优化目标的目标向量，当 m ≥ 4 时，MOP 成为 MaOP.
MOP（或MaOP）中有3个基本概念：

（1）Pareto支配

对 xÎΩyÎΩ，称 x Pareto 支配 y，记作 x  y，当且

仅当
" i = 12mfi (x)≤ fi (y)

$ j = 12mfj (x)< fj (y)
（2）

（2）Pareto最优解集（Optimal Pareto Set，PS）
对 x* ÎΩ，称 x* 为 Pareto 最优解，当且仅当 xÎΩ，

使 x  x* 成立 . 所有 Pareto最优解构成的集合，称为 Pa⁃
reto最优解集 .

（3）Pareto最优前沿（Optimal Pareto Front，PF）
Pareto最优前沿是Pareto最优解集从决策空间向目

标空间的映射，定义为

 PF = {F(x* )= ( f1 (x* )f2 (x* )fm (x* )) | x* Î PS}
 （3）

3　基于动态分解和角度惩罚距离的高维多

目标进化算法

3. 1　DAEA概念定义

定义1　导向解 . 动态分解策略借助导向解实现对

进化种群的分解 . 这里，导向解指能为种群中其他个体

提供进化方向的解，其作用类似于传统分解方法中的

参考向量 . 在DAEA中，使种群保持最大多样性的解被

选作导向解 . 所有导向解的集合记作pivot.
定义 2　类与孤点 . 在 DAEA 中，类指种群中进化

方向相近的个体聚集形成的子种群，其根据非导向解

与导向解之间的距离确定，非导向解被划分到与之距

离最近的导向解确定的类中，即由第 i个导向解 pi确定

的类Ci为

Ci ={xÎΩ|distance(xp i )< distance(xp j )i ¹ j} （4）
若某一类中只有一个解，则称这个解为孤点 . 孤点

一定是导向解，因为如果孤点不是导向解，那么它必定

会被划分到某一导向解的类中，这样这一个类至少有

两个解 .
定义3　拐点 . 文献［29］中将拐点定义为与超平面

距离最远的点，并指出拐点可以加速收敛 . 类似地，在

DAEA 中，拐点定义为每一类中与理想点距离最近的

点 . 此外，极值点和孤点也被视为拐点 .
3. 2　算法描述

3. 2. 1　算法流程

DAEA基本流程如算法1所示 .

首先，随机生成包含 N 个个体的初始种群 P（N 为

预 先 设 定 的 种 群 规 模），并 根 据 理 想 点 zmin =
(z min

1 z min
2 z min

m ) 和底点 zmax = (z max
1 z max

2 z max
m ) 进行

如下归一化，得到个体的归一化目标向量：

fj ′ (x i )=
fj (x i )- z min

j

z max
j - z min

j

j = 12m （5）

式中，z min
j = min

i = 1

|P|

fj (x i )，z max
j = max

i = 1

|P|

fj (x i ).
接着，确定匹配选择所需的拐点标志集 Knee和个

体多样性标准Div. Knee中元素为 0或 1，分别表示对应

的个体“不是拐点”和“是拐点”，并初始化为全 0. 为使

个体在目标空间中广泛分布，极值点被给予优先性并

被视为拐点，其中，沿第 i个目标轴的极值点 ei通过使下

述 成 绩 标 量 函 数（Achievement Scalarizing Function，
ASF）最小化得到：

ASF(xw i )= max
j = 1

m fj ′ (x)

wij
（6）

算法 11 DAEA 基本流程

输入:种群规模N,最大迭代次数FEmax,惩罚控制参数α

输出:最终解集P

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11

 随机生成初始种群P,并对P归一化

 初始化拐点标志集Knee = zeros(1N )

 确定极值点集Extreme, 并令Knee(Extreme)=1
 计算m近邻角度,用作匹配选择的个体多样性标准Div
 WHILE FE ≤ FEmax DO

        FrontNo=非支配排序(P)
        P′=匹配选择(P, FrontNo, Knee, Div)
         P″=交叉变异操作(P′)
        [P, Knee, Div]=环境选择(P∪P″, N, FEmax, α)
 END WHILE

 RETURN P
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式中，w i = (wi1 wi2 wim )，表示第 i个目标轴向量，且

i = j 时 wij = 1，i ¹ j 时 wij = 10-6. 个体的多样性标准用 m
近邻角度衡量，计算为距个体最近的 m 个个体的角度

平均值，值越大，多样性越好 .
然后，重复执行下述操作直至最大迭代次数 . 首先

通过非支配排序得到个体的非支配层序号 FrontNo，根
据 FrontNo、Knee、Div 进行匹配选择，再通过交叉变异

操作生成子代种群并与父代种群合并，最后对种群规

模为 2N 的合并种群进行动态分解和基于角度惩罚距

离的个体选择，得到含有N个个体的最终解集 .
3. 2. 2　匹配选择

在DAEA中，匹配选择依次考虑收敛性与多样性，

设计基于 Pareto 支配、Knee、Div 三原则的二元锦标赛

选择机制，从而选择潜力解产生子代，具体如下：从种

群中随机选择两个个体，若一个个体被另一个个体支

配，选择非支配个体进入匹配池；若两者互为非支配，

选择“是拐点”一方进入匹配池；若两者都是或者都不

是拐点，选择多样性较好（即 Div 较大）的个体进入匹

配池；若上述 3个标准都无法区分个体，随机选择一个

个体进入匹配池 . 重复执行直至匹配池中包含 N 个

个体 .
3. 2. 3　动态分解

环境选择过程如算法 2 所示，主要包含两个过

程，即动态分解和基于角度惩罚距离的个体选择 . 动

态分解旨在通过最大化多样性来确定导向解，并根

据导向解将种群划分成多个类，这一过程无需预先

设定参考向量，使 DAEA 能够解决 PF 形状不规则的

优化问题 . 基于角度惩罚距离的个体选择从每一类

中选择个体，通过适应值计算将收敛性与多样性融

合到一个标量值中，有利于实现两者的平衡 .
动态分解之前，先利用 Pareto 支配对合并种群进

行预选择，去除收敛性差的解 . 具体操作：对合并种

群 Q 进行非支配排序，保留临界层 Fl以及临界层之前

的个体至 P 并按照式（5）进行归一化，而后依下述过

程进行动态分解 . 这里，Fl 指非支配层序号为 l 的个

体的集合，l 是使 | F1 ∪ F2 ∪  Fl | ≥ N 的最小值 .
首先，初始化导向解集 pivot 为空集，用来存储已

找出的导向解 . 为保证种群分布性，极值点最先进入

pivot. 然 后 ，从 剩 余 解 中 逐 一 选 择 导 向 解 ，直 至

| pivot | = N. 该选择过程基于以下考虑：进化过程中，

沿相同或近似方向搜索目标空间的解是多余的，各

个解应沿不同方向搜索，因此，为最大化多样性，导

向解应尽可能广泛分布在整个目标空间，或者说，导

向解之间的相互距离应尽可能远 . 在 DAEA 中，解之

间的距离用式（7）所示的角度衡量，角度越小，距离

越近，即

Angle(x i x j )= acos ( F′ (x i )×F′ (x j )

|| F′ (x i )
2
× || F′ (x j )

2
) （7）

式中，F′表示归一化目标向量，| F′ |2 表示向量 2-范数 .
得到每个剩余解到导向解的角度后，以其中最小角度

作为该剩余解到 pivot的距离，然后选择距 pivot最远的

解作为新加入的导向解，直至找出 N 个导向解 . 接着，

根据定义 2及式（4），把非导向解划分到导向解确定的

类中，即对任一非导向解，它被划分到与导向解 p i 同属

一类，当且仅当该非导向解与 p i 的角度小于与其他导

向解的角度 .
上述过程可用图 1表示 . 图 1中所示种群有 8个个

体（s1~s8），需选择 4 个导向解，实心圆和空心圆分别表

示导向解和剩余解，虚线表示两相邻导向解的角平分

线 . 图 1（a）中，s8和 s1分别是沿 f1和 f2方向的极值点，它

们最先加入导向解集 pivot. s2到 pivot的距离为｛Ðs2 s1，

Ðs2 s8｝中的较小值，即Ðs2 s1，同理可得 s3~s7到 pivot 的
距离为Ðs3 s1、Ðs4 s1、Ðs5 s8、Ðs6 s8、Ðs7 s8，其中Ðs5 s8 最

大，即 s5距离 pivot 最远，因此在图 1（b）中，s5被选择进

pivot 中 . 接着得到 s2~s4、s6、s7 到 pivot 的距离为Ðs2 s1、

Ðs3 s5、Ðs4 s5、Ðs6 s5、Ðs7 s8，其中 Ðs3 s5 最大，因此在

图 1（c）中，s3被选择到 pivot 中 . 最终得到 pivot=［s1，s3，
s5，s8］，最后把非导向解划到与之距离最近的导向解的

类中，得到 4个类：｛s1｝、｛s2，s3，s4｝、｛s5，s6｝、｛s7，s8｝，分别

代表不同的进化方向 .

算法22 环境选择(Q, N, FEmax, α)
输入:合并种群Q,种群规模N,最大迭代次数FEmax,惩罚控制参数α

输出:下一代种群P,拐点标志集Knee,多样性标准Div
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15

 [ F1 F2 Fl ]=非支配排序(Q)
 P = [ F1 F2 Fl ]//l是使| F1 È F2 ÈÈ Fl | ³N的最小值

 P=归一化(P)
 /*动态分解*/
 pivot =Æ

 pivot =[pivotExtreme]//Extreme是P的极值点集

 WHILE | pivot | <N DO

      计算每个剩余解到已有导向解的距离,并将其中的最近  
         距离作为该剩余解到pivot的距离

       把距pivot最远的解添加到pivot中
 END WHILE

 Cluster=根据非导向解与导向解之间的距离,把非导向解划

分到各类中

 /*从每类中选择个体*/
 [P, Knee]=基于角度惩罚距离从每类中选择个体 (P, N,  
   FEmax, α, Cluster, pivot)
 Div=更新种群中个体的m近邻角度

 RETURN P, Knee, Div
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3. 2. 4　基于改进角度惩罚距离的个体选择

在动态分解将种群分成 N 个类后，需要从每个类

中选出能平衡收敛性和多样性的解 . RVEA（Reference 
Vector guided Evolutionary Algorithm）［30］中的角度惩罚

距离（Angle Penalty Distance，APD）根据迭代过程调整

对收敛性和多样性的偏重，原文献实验结果表明，APD
可以较好平衡收敛性与多样性，然而 APD 中的多样性

相关项需要参照预先设定的参考向量，无法直接应用

到DAEA中，因此将其改进为dAPD（dynamic Angle Pen⁃
alty Distance），据此从每类中选择个体 .

以图 1（c）为例，个体选择考虑以下 3种情形：情形

I，类中含有极值点；情形 II，类中含有孤点；情形 III，除 I
和 II外的其他情形 .

情形 I　　类中含有极值点，如C1、C4.
为保证个体分布的广泛性，当类中含有极值点时，

优先选择极值点而无需将极值点与其他解进行比较，同

时直接删除类中除极值点外的其他解 . 以C4=｛s7，s8｝为

例，极值点 s8被选中，且其拐点标志记为1，即Knee（s8）=1，
且 s7被直接删除 .

情形 II　类中含有孤点，如C1.
由定义 2 知，孤点一定是导向解 . 此情形下，孤点

对维持种群多样性有重要作用，它意味着孤点周围区

域可能未被充分探索，因此，孤点也直接被选择进入下

一代种群，且其拐点标志记为 1，如 C1=｛s1｝中，s1 被选

中，且Knee（s1）=1.
情形 III　　其他情形，如C2、C3.
若类中不含极值点且至少含两个解，则利用改进

的角度惩罚距离 dAPD 从每类中选择能平衡收敛性和

多样性的个体，dAPD越小，个体综合性能越好 .
dAPD = (1 + P(θ))× dc （8）

dAPD主要与两项因素有关，一个是收敛性相关项

dc，它与 APD中的收敛性相关项一致，都用个体到理想

点的欧氏距离表征，即 dc =  F′ (x) ，距离越小，收敛性

越好；另一个是多样性相关项P(θ)：

P(θ)=m × ( t
tmax ) α × sin θ （9）

式中，m 为优化目标个数，tmax 为最大进化代数，α为惩

罚控制参数，θ为类中个体到该类导向解的角度，用以

衡量个体与导向解在搜索方向的相似程度，θ越小，个

体多样性越好，相应地，施加的惩罚项就需越小，所以

此处采用角度的正弦值 .
dc与P(θ)的结合可以实现进化过程中收敛性与多样

性的平衡 . 进化初期，即 t tmax 时，种群中的个体距离

PF较远，此时选择个体时需偏重收敛性 . 相应地，t tmax

时，P(θ)» 0，dAPD » dc，类中个体主要通过收敛性能进行

比较 . 进化后期，个体离PF较近，此时偏重多样性，将使

个体沿PF分布更均匀 . 相应地，在dAPD中，随进化代数

t增加，P(θ)增大，个体比较时多样性的影响越来越大 .
得到类中每个个体的 dAPD后，选择其值最小的个

体进入下一代种群，并令 dc最小的个体的拐点标志为

1. 以C2=｛s2，s3，s4｝为例，情形 III中基于 dAPD的个体选

择过程如图2所示，图2中 s3为该类的导向解 .

图 2 中，过原点的虚线表示个体到理想点的欧氏

距离，且 dc (s3 )< dc (s4 )< dc (s2 )，可知，s3 收敛性好于 s2
和 s4，所以 Knee(s3 )= 1. s2和 s4的多样性相关项分别用

它们到 s3的角度表示，即 θ1 和 θ2 且 θ2 < θ1，s3为导向解

本身，所以它的多样性相关项为 0. 根据式（8）计算

dAPD，得 dAPD(s3 )< dAPD(s4 )< dAPD(s2 )，所以从 C2

(a) pivot={s1,s8} (b) pivot={s1,s5,s8} (c) pivot={s1,s3,s5,s8},据此划分各类

图1　动态分解示意图

s
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s
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s
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f
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f
2

1
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图2　情形 III的个体选择过程

2777



电 子 学 报 2024 年
中选择的个体是 s3.

需要注意的是，每一类中的导向解、选中解、拐点

无必然联系 . 导向解只提供进化方向，它的收敛性可能

较差；拐点是每一类中距离理想点较近的解，它的收敛

性较好，但多样性可能较差；只有选中解考虑了不同进

化阶段收敛性与多样性的平衡 . 如图 3所示，s′3 为导向

解，但它的收敛性较差；dc (s4 )< dc (s′2 )< dc (s′3 )，所以 s4
为拐点，但它的多样性差于 s′2（θ2 > θ′1），若是进化初期，

s4会被选中，但由于 s′2 与 s4收敛性差距较小，进化达到

某一阶段后，s′2 会被选中 . 上述过程也说明，dAPD可在

进化不同阶段平衡收敛性与多样性 .

按照上述 3种情形选择出个体后，更新用于匹配选

择的多样性标准Div，即计算距离个体最近的m个角度

的平均值 . 整个环境选择完成后，返回下一代种群 P、

拐点标志集Knee、多样性标准Div.
3. 3　讨论

本节讨论 DAEA 与 KnEA（Knee point-driven Evolu⁃
tionary Algorithm）［29］、RVEA［30］、VaEA（Vector angle-based 
Evolutionary Algorithm）［31］的异同点 . KnEA 是基于拐点

的MaOEA；RVEA是基于参考向量的MaOEA，其中的角

度惩罚距离可以平衡收敛性与多样性；VaEA是基于向

量角的MaOEA，利用“最大角度优先”和“较差删除”策略

选择个体 .
3. 3. 1　DAEA与KnEA的异同点

相同点：（1）都使用拐点促进收敛；（2）匹配选择时

都使用Pareto支配、拐点、多样性3个标准比较个体 .
不同点：（1）对拐点的使用不同，在 KnEA 中，拐点

同时用在匹配选择和环境选择中，在 DAEA中，拐点只

用在匹配选择中；（2）匹配选择的多样性标准不同，

KnEA 通过欧氏距离计算拥挤度作为匹配选择的多样

性标准，而DAEA用m个最近角度的平均值作为匹配选

择的多样性标准 .
3. 3. 2　DAEA与RVEA的异同点

相同点：角度惩罚距离中，都使用个体到理想点的

欧氏距离作为收敛性相关项 .

不同点：（1）分解方法不同，RVEA需要预先设定参

考向量，将解关联到最近的参考向量上，对PF不规则优

化问题效果欠佳，而 DAEA无需参考向量，利用种群自

身分布信息进行分解；（2）角度惩罚距离中，衡量多样性

使用的角度不同，在RVEA的APD中，角度是指解与其

关联参考向量的角度，而在DAEA的dAPD中，角度是指

解和类中导向解的角度；（3）多样性的表征不同，RVEA
的APD中使用归一化角度，需要额外计算关联参考向量

和与之距离最近的参考向量之间的角度，而DAEA中的

dAPD 使用角度的正弦值，无需归一化，也无需额外计

算，因为解到导向解的角度在划分类时已经得到 .
3. 3. 3　DAEA与VaEA的异同点

相同点：都使用向量角概念和“最大角度优先”原则 .
不同点：（1）使用“最大角度优先”的目的不同，

VaEA中，“最大角度优先”配合使用“较差删除”，旨在直

接选择个体，而DAEA中，“最大角度优先”旨在找出导向解，

进而将种群分成多个类；（2）环境选择策略不同，VaEA
中，当两个最近解之间的角度小于规定阈值时，两者之

中目标之和较大的一个被删除，而在 DAEA中，动态分

解以后，基于改进的角度惩罚距离从每类中选择个体 .
4　实验仿真结果与分析

为验证DAEA有效性，选取 9种高维多目标进化算

法：MOEA/D［16］、NSGA-III［22］、KnEA［29］、RVEA［30］、VaEA［31］、
hpaEA（hyperplane assisted Evolutionary Algorithm）［32］、

DGEA（Direction Guided Evolutionary Algorithm）［33］、TSTI
（Two-Stage evolutionary algorithm with Three Indicators）［34］、
TriP（Tri-Population based coevolutionary algorithm）［35］进行

对比，所有实验借助进化多目标优化平台PlatEMO［36］进行 .
4. 1　测试问题与评价指标

测试问题从目前常用的 3个高维多目标优化测试

集 DTLZ（Diode-Transistor Logic with Zener diode）、WFG
（Walking Fish Group）、MaF（Method-anchored test Frag⁃
mentation）中 选 取 27 个 函 数 ，DTLZ1~DTLZ7、
IDTLZ1~IDTLZ2、WFG1~WFG9、MaF1~MaF9. 其 中

DTLZ1~DTLZ4、WFG4~WFG9被归为一类，它们有规则

的 PF称为“规则测试集”. 其余测试题 PF不规则，比如

不连续、退化等，为便于讨论，这些不规则测试题被分

为 两 类 ：一 是 DTLZ5~DTLZ7、IDTLZ1~IDTLZ2、
WFG1~WFG3，称为“不规则测试集”；二是 MaF1~MaF
9，称为“MaF测试集”. 不规则测试题的问题特征如表 1
所示 . 测试目标个数取 3、5、8、10、15. 评价指标采用反

转世代距离 IGD 和超体积（HyperVolume，HV），它们能

综合反映算法的收敛性和多样性 .
4. 2　实验参数设置

所有算法均采用模拟二进制交叉和多项式变异算

s
4

f
1

f
2

1
 

2


2
s 3

s

图3　类中的导向解、选中解、拐点
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子，算子中的两个参数ηc=ηm=20，交叉概率为1，变异概率

为1/D（D为决策变量维度）. 对比算法参数设置与原文献

一致 . DAEA中，惩罚控制参数α与RVEA一致，取值2.
种群规模N用双层法确定，如表 2所示，其中H1、H2

分别是外层和内层沿目标轴的分段数 .

最大迭代次数参照文献［23，37］设置，如表3所示 .
4. 3　实验结果分析

各实验独立运行 30次，得到平均值和标准差，为判

断DAEA与对比算法的平均值有无显著差异，进行显著

性水平为 0. 05 的 Wilcoxon 秩和检验，下文表格中“+”

“-”“=”分别表示对比算法显著优于、显著劣于、无差别

于 DAEA，“rank”表示算法在测试集上的平均排名，排

名越小，算法性能越好，排名第一的算法加粗显示 .
表 4 为各算法在规则测试集上的 Wilcoxon 秩和检

验结果 . 从 IGD看，DAEA显著优于对比的 9种算法，显

著占优的比例分别为 74%、52%、94%、54%、74%、62%、

100%、64%、82%，排名前三的算法是 DAEA、RVEA、

NSGA-III. 从 HV 看，DAEA 显著优于 MOEA/D、VaEA、

hpaEA、DGEA、TSTI、TriP，显著占优的比例分别为

68%、86%、62%、94%、92%、92%，与KnEA差别不大，但

显著劣于 NSGA-III 和 RVEA，显著占劣的比例分别为

70% 和 56%，排 名 前 三 的 算 法 是 NSGA-III、RVEA、

DAEA. 综合来看，在规则测试集上，使用预先设定的均

匀分布的参考向量进行分解的方法（如 NSGA-III 和
RVEA）总体优于其他方法，这是由于参考向量的分布

与规则测试集PF一致，当两者不一致时，这类方法的性

能会出现退化，而 DAEA仍可以保持较优性能（由下述

不规则测试集和MaF测试集实验结果可验证）.

表3　最大迭代次数（́ 104）

m

DTLZ1~DTLZ4
DTLZ5~DTLZ7

IDTLZ1~IDTLZ2
WFG1~WFG3
WFG4~WFG9

MaF1
MaF2
MaF3
MaF4
MaF5
MaF6
MaF7
MaF8
MaF9

3
2.10
5.25
5.25
3.15
2.00
2.00
6.00
6.00
1.00
2.00
3.00
6.00
6.00

5
4.20

10.50
10.50

6.30
6.00
4.00
8.00
8.00
2.00
4.00
4.00
8.00
6.00

8
3.12
7.80

15.60
7.80
8.00
6.00

12.00
15.00

2.00
4.00
6.00
8.00
6.00

10
5.50

13.75
27.50
13.75
10.00

7.00
12.00
15.00

2.00
4.00
7.00
8.00
6.00

15
2.70
6.75

20.25
13.50
15.00
10.00
15.00
20.00

4.00
6.00

10.00
10.00
10.00

表1　不规则测试题的问题特征

问题特征

线性PF
凸PF
凹PF

混合PF
退化PF

不连续PF
逆PF
多模

有偏

不可分

测试题

IDTLZ1, MaF1, WFG3
IDTLZ2, MaF3, MaF4

DTLZ5, DTLZ6, MaF2, MaF5, MaF6
DTLZ7, WFG1, MaF7

DTLZ5, DTLZ6, WFG3, MaF6
DTLZ7, MaF7

IDTLZ1, IDTLZ2, MaF1, MaF4
DTLZ7, WFG2, MaF3, MaF4, MaF7

WFG1, MaF5
WFG2, WFG3

表2　种群规模

m

3
5
8

10
15

分段数(H1, H2)
13, 0
10, 0
3, 2
3, 2
2, 1

种群规模N

105
210
156
275
135

表4　规则测试集Wilcoxon秩和检验结果

MOEA/D
NSGA-III

KnEA
RVEA
VaEA
hpaEA
DGEA
TSTI
TriP

DAEA

IGD
+
10
20
1

19
2

12
0

14
4

-

37
26
47
27
37
31
50
32
41

=
3
4
2
4

11
7
0
4
5

rank
7.36 (9)
4.20 (3)
6.50 (8)
4.16 (2)
4.36 (4)
5.78 (6)

8.18 (10)
5.64 (5)
5.96 (7)
2.86 (1)

HV
+
12
35
20
28
0
7
0
0
2

-

34
4

21
16
43
31
47
46
46

=
4

11
9
6
7

12
3
4
2

rank
7.22 (9)
2.32 (1)

4.04 (4)
3.22 (2)
5.18 (6)
4.84 (5)

8.76 (10)
7.20 (8)
7.18 (7)
3.38 (3)
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表 5 为各算法在不规则测试集上的 Wilcoxon 秩和

检验结果 . 从 IGD 看，DAEA 显著优于对比的 9 种算

法，显著占优的比例分别为 77.5%、50%、42.5%、70%、

55%、55%、85%、70%、57.5%，排 名 前 三 的 算 法 是

DAEA、VaEA、hpaEA. 从 HV 看，DAEA 显著优于除

NSGA-III 外的其他 8 种对比算法，显著占优的比例分

别 为 67.5%、67.5%、60%、50%、57.5%、75%、52.5%、

70%，排名前三的算法是NSGA-III、DAEA、VaEA.

表 6 为各算法在 MaF 测试集上的 Wilcoxon 秩和检

验结果 . 无论是 IGD 和 HV，DAEA 都显著优于对比的

9 种算法，排名分别为第一和第二，体现出DAEA在处理

复杂 PF 时的有效性 . DAEA 在 IGD 上显著占优的比

例分别为 75.6%、68.9%、68.9%、77.8%、51.1%、62.2%、

88.9%、68.9%、53.3%，在 HV 上显著占优的比例分别为

68.9%、44.4%、55.6%、73.3%、48.9%、40%、84.4%、

77.8%、73.3%.

综上所述，DAEA 在不规则测试集和 MaF 测试集

上的表现好于在规则测试集上的表现 . 这是因为，在

不规则测试集和MaF测试集中，优化问题的 PF复杂多

样，仅靠预先设定的在整个目标空间均匀分布的参考

向量无法与这些不规则形状的 PF 匹配，而 DAEA 不依

赖参考向量，根据当前种群的个体分布信息确定导向

解，再利用导向解对目标空间进行分解，由于在进化

过程中，种群逐渐向最优 PF 靠近，所以导向解也就能

够逐渐反映 PF 的形状特性，起到引导种群进化的作

用，从而有效求解 PF形状不规则的优化问题 .
为直观比较算法性能，以 8 目标 DTLZ4 和 8 目标

MaF1 为例，通过平行坐标系展示各算法在以 HV 作为

评价指标时的优化结果，如图 4和图 5所示 .
DTLZ4是凹PF规则测试题 . 在图 4中，MOEA/D存

在目标缺失；DGEA、TSTI、TriP收敛性较差；VaEA在第3
个、第4个目标上目标值没有收敛到1；hpaEA在第4个、

第5个、第7个目标上目标值没有收敛到1，在第6个目标

的［0.4，0.6］区间内没有解分布 . 说明这些算法在8目标

DTLZ4上优化结果的收敛性和多样性不佳 . NSGA-III、
KnEA、RVEA的收敛性与DAEA无显著差别，但它们的

多样性略差，DAEA解分布更接近真实PF解分布 .
MaF1是逆PF的不规则测试题 . 在图5中，MOEA/D、

RVEA、DGEA 的 解 分 布 显 著 劣 于 DAEA；NSGA-III、
KnEA、hpaEA的某些目标值没有散布于整个目标空间；

表5　不规则测试集Wilcoxon秩和检验结果

MOEA/D
NSGA-III

KnEA
RVEA
VaEA
hpaEA
DGEA
TSTI
TriP

DAEA

IGD
+
9

12
12
5

12
13
4

10
14

-

31
20
17
28
22
22
34
28
23

=
0
8

11
7
6
5
2
2
3

rank
6.975 (9)
4.850 (6)
4.550 (4)
6.425 (7)
4.475 (2)
4.475 (2)

8.250 (10)
6.525 (8)
4.825 (5)
3.650 (1)

HV
+
11
17
9

13
12
10
8

14
9

-

27
16
27
24
20
23
30
21
28

=
2
7
4
3
8
7
2
5
3

rank
6.275 (9)
3.725 (1)

5.150 (5)
5.825 (8)
4.850 (3)
5.475 (6)

7.750 (10)
4.950 (4)
5.700 (7)
3.850 (2)

表6　MaF测试集Wilcoxon秩和检验结果

MOEA/D
NSGA-III

KnEA
RVEA
VaEA
hpaEA
DGEA
TSTI
TriP

DAEA

IGD
+
9
6
9
9
7

10
3

11
16

-

34
31
31
35
23
28
40
31
24

=
2
8
5
1

15
7
2
3
5

rank
7.20 (9)
5.51 (7)
5.40 (5)
6.69 (8)
3.84 (2)
4.62 (3)

8.20 (10)
5.47 (6)
4.87 (4)
3.20 (1)

HV
+
12
14
12
10
9

16
5
3
4

-

31
20
25
33
22
18
38
35
33

=
2

11
8
2

14
11
2
7
8

rank
6.29 (7)
4.20 (4)
5.18 (5)
6.33 (8)
4.18 (3)
3.40 (1)

8.24 (10)
6.49 (9)
6.20 (6)
3.44 (2)
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图5　各算法在8目标MaF1上的优化结果

2 4 6 8

目标维度

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

目
标
值

MOEA/D

2 4 6 8

目标维度

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

目
标
值

VaEA

2 4 6 8

目标维度

0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

目
标
值

TriP

2 4 6 8

目标维度

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

目
标
值

NSGA-III

2 4 6 8

目标维度

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

目
标
值

hpaEA

2 4 6 8

目标维度

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

目
标
值

DAEA

2 4 6 8

目标维度

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

目
标
值

KnEA

2 4 6 8

目标维度

0

0.5

1.0

1.5

目
标
值

DGEA

2 4 6 8

目标维度

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

目
标
值

RVEA

2 4 6 8

目标维度

0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

目
标
值

TSTI

图4　各算法在8目标DTLZ4上的优化结果
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TSTI、TriP 的目标值没有收敛到 1；VaEA 与 DAEA 性能

较为接近，它们解分布的收敛性和多样性都好于其他

算法 . 综合图 4、图 5，DTLZ4 上表现好的 NSGA-III、
KnEA、RVEA在MaF1上性能下降，MaF1上表现相对好

的VaEA、hpaEA在DTLZ4上性能下降，只有DAEA能较

好处理这两个不同类型的问题，验证了 DAEA 的有

效性 .
为进一步分析比较各算法在不同优化目标个数上

的性能，将算法在相同数目目标测试题上的排名取平

均值，如图6所示 .

如图 6 所示，DAEA 在各目标个数上表现较均衡 .
这是因为，DAEA在动态分解之前先根据 Pareto支配对

种群中的个体进行预选择，保留临界层及其之前层级

的个体，使解集在目标个数较少时（如 3目标）具备较好

的收敛性；当目标个数增多时，仅靠 Pareto支配无法有

效选择个体，此时对预选择之后的种群进行动态分解

和基于改进角度惩罚距离的个体选择，有效平衡收敛

性与多样性，使解集在目标个数较多时（如 5、8、10、15
目标）具备较好的性能 .

上述从算法整体性能和算法在不同目标个数上的

性能两方面对各算法进行对比分析，可得出以下两个

结论 .
（1）不管优化问题的PF是规则的还是不规则的，DAEA

均能取得较好的效果 . 尽管在规则测试集上，用HV评估

的DAEA性能相比用 IGD评估时有所降低，但它仍然好于

一些经典算法和最新算法，仅落后于NSGA-III和RVEA.

（2）DAEA在不同目标个数上的排名曲线无较大波动，

说明DAEA性能稳定，可以求解不同目标个数的优化问题.
4. 4　策略验证

为验证动态分解策略和改进角度惩罚距离的有效

性，设计两种 DAEA 变体算法：DAEA-NDD、DAEA-

APD. 其中，DAEA-NDD用固定的参考向量进行目标空

间分解，代替 DAEA 中的动态分解；DAEA-APD 用

RVEA中的角度惩罚距离选择个体，代替DAEA中改进

的角度惩罚距离 . 对两种变体算法按照前述实验设置

进行实验，对得到的 IGD 和 HV 进行 Wilcoxon 秩和检

验，结果如表7所示 .
首先，分析动态分解策略的有效性 . 对规则测试集

来说，DAEA-NDD在 IGD和HV两个指标上都显著优于

DAEA，说明在处理 PF形状规则的优化问题时，动态分

解无效 . 这是由于固定的参考向量已经能够与规则的

PF形状较好匹配，无需调整即可引导进化种群中的个体
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(a) 算法在不同目标个数规则测试集的 IGD排名
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(c) 算法在不同目标个数不规则测试集的 IGD排名
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(e) 算法在不同目标个数MaF测试集的 IGD排名
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(b) 算法在不同目标个数规则测试集的HV排名
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(d) 算法在不同目标个数不规则测试集的HV排名
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(f) 算法在不同目标个数MaF测试集的HV排名

图6　算法在不同目标个数测试集的排名
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均匀分布在整个目标空间，使种群保持较好的多样性，此

时若使用动态分解引导种群进化反而会破坏这种多样

性，使解集性能变差 . 对不规则测试集来说，DAEA-NDD
在 IGD 指标上显著劣于、在 HV 指标上几乎无差别于

DAEA，对MaF测试集来说，DAEA-NDD在 IGD和HV两

个指标上都显著劣于DAEA，说明在处理PF形状不规则

的优化问题时，动态分解有效 . 这是由于固定的参考向

量无法与不规则的PF形状匹配，而动态分解可以根据进

化种群中的个体分布选择导向解，起到类似动态调整参

考向量的作用，从而有效解决PF不规则的优化问题 .
接着，分析改进角度惩罚距离的有效性 . 对不规则

测试集来说，DAEA-APD 在 HV 指标上几乎无差别于

DAEA，除此之外的其他情形下，DAEA-APD 都显著劣

于 DAEA，说明与 RVEA 中原始的角度惩罚距离相比，

改进的角度惩罚距离有效，在进化过程中具有较好的

平衡收敛性与多样性 .
此外，就不规则测试集和MaF测试集上两个变体算法

显著变差的个数而言，缺省动态分解策略的DAEA-NDD
多于缺省改进角度惩罚距离的DAEA-APD，说明在两个

策略中，动态分解策略更为关键 .
综上所述，动态分解策略和改进的角度惩罚距离

有效（除动态分解策略对规则测试集外），且与改进

的角度惩罚距离相比，动态分解策略更能明显提升

算法性能 .
4. 5　参数敏感性分析

分别从 3 套测试集中选择一个测试题（WFG4、
DTLZ7、MaF5），对惩罚控制参数 α进行敏感性分析，记

录 DAEA 在 α从 1 到 9 变化时对应的 HV 值 . 如图 7 所

示，除 15 目标 DTLZ7 和 10 目标 MaF5 外，DAEA 对 α的

不同取值不敏感；在 15目标 DTLZ7上，HV值曲线虽有

波动，但总体呈上升趋势；在 10目标 MaF5上，HV值曲

线总体也呈上升趋势，且α在［1，4］时比［4，9］时曲线上

升明显 . 综上所述，DAEA对惩罚参数α不敏感，本文中

α = 2是可取的选择 .

5　总结

针对基于分解的多目标进化算法难以设置参考向

量，以及高维目标空间中难以平衡收敛性与多样性的

问题，本文提出一种新的高维多目标进化算法 DAEA.
它的特点在于不使用预先设定的参考向量分解目标空

间，而是依据最大化多样性原则，从进化种群中选择导

向解，进而利用导向解对目标空间进行动态分解，从而

(a) WFG4

(b) DTLZ7

(c) MaF5
图7　DAEA在α从1到9变化时对应的HV值

表7　DAEA及其变体算法Wilcoxon秩和检验结果

测试集

规则测试集

不规则测试集

MaF测试集

算法

DAEA-NDD
DAEA-APD

DAEA
DAEA-NDD
DAEA-APD

DAEA
DAEA-NDD
DAEA-APD

DAEA

IGD
+
27
0

10
2

8
2

-

22
7

26
6

35
6

=
1

43

4
32

2
37

rank
1.88 (2)
2.28 (3)
1.82 (1)
2.33 (3)
1.98 (2)
1.70 (1)
2.56 (3)
1.82 (2)
1.62 (1)

HV
+
45
0

17
6

17
2

-

2
11

18
5

26
9

=
3

39

5
29

2
34

rank
1.10 (1)
2.72 (3)
2.08 (2)
1.98 (2)
2.03 (3)
1.88 (1)
2.16 (3)
2.13 (2)
1.64 (1)
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避免参考向量调整这一复杂操作，有效求解 PF形状不

规则的多目标优化问题 . 此外，DAEA利用改进的角度

惩罚距离，将收敛性和多样性融合为一个标量值，便于

在进化过程中对两者进行平衡，其中收敛性用个体到

理想点的欧氏距离表征，多样性用个体到导向解的角

度正弦值表征 . DAEA基于Pareto支配、拐点、多样性标

准进行匹配选择，其中多样性标准用m近邻角度表示 .
在 27例常用高维多目标优化测试题上与 9种高维多目

标进化算法进行对比，实验结果表明，DAEA 能较好解

决不同类型的高维多目标优化问题，并且在不同目标

个数上具有稳定性 . 但是，策略验证实验也表明，动态

分解策略对 PF形状规则的多目标优化问题无效，即使

用动态分解策略的效果不如使用固定参考向量分解的

效果好，这是DAEA中动态分解策略的一个缺点 . 基于

此，后续研究将更多关注如何同时有效求解 PF形状规

则和不规则的多目标优化问题，例如同时使用固定参

考向量和动态调整的参考向量，此时需要注意两类参

考向量的比例问题，以及如何有效调整参考向量 . 另一

种思路是，通过学习、采样，或者其他方式判断优化问

题的 PF形状，再据此选择不同类型的参考向量对目标

空间进行分解，此时若涉及模型训练，要注意效率问

题 . 针对不同 PF 形状的多目标优化问题，有效的聚类

方法也是值得研究的内容 . 接下来将进一步研究

DAEA 在约束高维多目标优化问题上的性能表现以及

DAEA的实际应用 .
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